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!نکبتابعاد

عملکردبهبودبهمنجرابعادافزایشنظری،لحاظاز•
.تنیسگونهاینهمیشهعملدرامامیشود،دستهبندی

یونرگرسیادستهبندیایدهآلفرآیندیکدرمیرودانتظار•
کاهش»فرآیندوشودصرفنظربیاهمیتخصیصههایاز

دوجواینبا.نباشدنیازموردجداگانهصورتبه«ابعاد
:میگیردقرارتوجهموردزیردلایلبهابعادکاهش

يادگيری ماشين
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Curse  of dimensionality

استکه(sparsity)بزرگشدنابعادمعادلافزایشحجموتنکیداده
 statistical)اینقضیهبرایکلیهکاربردهاییکهدرآنمعناداریآماری

significance)اهمیتدارد،میتواندمشکلسازشود.



مزایایکاهشابعاد

حجمومصرفیحافظهی:«محاسباتحجمکاهش»•
بستگیدادهها(d)ابعادو(N)تعدادبهمحاسبات

.دارد
محاسباتزمان–
نیازموردحافظهی–

دادههایحذف:«دادهجمعآوریدرصرفهجویی»•
غیرضروری

ساده،مدلهای:(robustness)«مقاومبودن»•
باشد،کمحجمآموزشیدادههایکههنگامی

قدرت؛(دارندکمتریواریانس)میباشند«مقاومتر»
بعاد،اافزایشباداده،مشخصیتعدادبرایپیشبینی
.مییابدکاهش

يادگيری ماشين
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...(ادامه)مزایایکاهشابعاد

وردمدرکمتر،خصیصههایتعدادبا:«دانشاستخراج»•
وجودبهتریدرکآنبهمربوطفرآیندهایودادهها
بهمیتوانراخصیصههااینگاهی.داشتخواهد
متغیرهایکهگرفتنظردر«پنهانعوامل»صورت
.میگیرندنشأتآنهاازمشاهدهقابل

دادندستازبدون)خصیصههاتعدادکههنگامی•
درکبهتر«دادههاساختار»باشد،کمتر(اطلاعات
تشخیصبهترغیرمعمولوپرتدادههای.میشود

.دارندبهترینمایشقابلیتمیشود؛داده

يادگيری ماشين
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Hidden or latent factor



خصیصه(استخراج–انتخاب)

:خصیصهانتخاب•
–Kمهمترخصیصهی(k<d)میشودانتخاب.
زیرمجموعهانتخابالگوریتمهای–

:خصیصهاستخراج•
–Kمیشوداستخراج،جدیدخصیصهی.
بعدی-kفضایبهبعدیn-فضایازنگاشت–
مختلفیدیدگاههایازنیزخصیصهاستخراجروشهای–

برابردرخطیروشهایهستند،طبقهبندیقابل
برابردربینظارتروشهاییاوغیرخطیروشهای
بانظارتروشهای

يادگيری ماشين
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Feature Selection vs Extraction



انتخابزیرمجموعه

بهترینانتخابهدفزیرمجموعه،انتخابدر•
وابعادکمترینبازیرمجموعهایزیرمجموعه،
.میباشدنتیجه،درستترین

–2d،مجوعهییکدرزیرمجموعهd-دارد،وجودعضوی
باشد،کوچکdکهزمانیجزبهحالاتتمامبررسی

.نیستامکانپذیر
:جلوبهروجستجوی•

درØاولیهحالتدرFخصیصهها،مجموعهینخست،گامدر–
.میشودگرفتهنظر

دهافزوخصیصههامجموعهیبهخصیصهبهترینگامهردر–
(کمتر(E(F))خطایمیزان).میشود

.کرداستفادهvalidationدادههایازبایدخطابررسیبرای–

يادگيری ماشين
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Forward search

j = argmini E ( F  xi ) 

Add xj to F  if E ( F  xj ) < E ( F ) 



...(ادامه)انتخابزیرمجموعه

:عقببهروجستجوی•
اولیهحالتدرFخصیصهها،مجموعهینخست،گامدر–

.میشودگرفتهنظردرخصیصههاتمامی
حذفخصیصههامجموعهیازخصیصهبدترینگامهردر–

.میشود
روشاست،زیادخصیصههاتعدادکههنگامی•

.میشوددادهترجیحجلوبهروجستجوی
.استبانظارتصورتبهزیرمجموعهانتخاب•
اطلاعاتتنهاییبهخصیصهیککهکاربردهاییدر•

دمانن).نیستمفیدخصیصهانتخابندارد،مفیدی
(چهرهتشخیص

يادگيری ماشين
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Backward search



مثال

يادگيری ماشين
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Iris data: Single feature

Iris setosa Iris versicolor Iris virginica

0.76

0.57

0.92

0.94
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Iris data: Add one more feature to F4

0.940.87 0.96

يادگيری ماشين

!درصورتاضافهکردنخصیصهیبعدینتایچافتمیکند

.گیدارددربسیاریمواردانتخابخصیصههابهنوعدستهبندبست

ددرصورتکوچکبودنپایگاهداده،خصیصهیانتخابشده،میتوان
validationوtrainingبهنحوهیتقسیمپایگاهبهدودستهی

.مربوطباشد



تحلیلمؤلفههایاصلی

بعدی-kفضایبهبعدی-dدادهینگاشتهدف•
رخاتلافمیزانکمترینکهگونهایبه،(k<d)است
.دهد

:wراستایدرxنگاشت–
z = wTx

Var(z)کهمیشودانتخابگونهایبهراستااین•
آنامتداددردادهکهراستاییشود،ماکزیمم
.باشدداشتهراتغییراتبیشترین

.ودشآشکارترنمونههاتفاوتمیشود،باعثمسألهاین–
.است«بینظارت»صورتبهبعدکاهششیوهیاین•

يادگيری ماشين
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Principal Components Analysis



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

يادگيری ماشين
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

يادگيری ماشين
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

:پراکندگیدادهماکزیمممیشود،wدرراستای•
Var(z) = Var(wTx) = E[(wTx – wTμ)2] 

= E[(wTx – wTμ)(wTx – wTμ)]
= E[wT(x – μ)(x – μ)Tw]
= wT E[(x – μ)(x –μ)T]w = wT ∑w

where Cov(x)= ∑

دراینحالتتنهاراستااستکهاهمیتدارد،درنتیجه•
:اشدبراییافتنپاسخیکتا،بایدشرطزیرنیزبرقرارب

||w||=1

يادگيری ماشين
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...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

هبزیررابطهیاساسیمؤلفهیاولینبراینتیجهدر•
:میآیددست

وبرابرصفرقراردادنw1بامشتقگرفتننسبتبه•
آن

درنتیجه•

ازطرفی،درواقعواریانسدرراستای•
w1برابرمقدارویژهیمتناظرباآناست.

يادگيری ماشين
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نسبا،برابربردارویژهیماتریسکواریامؤلفهیاصلیاولین
.بیشترینمقدارویژهاست



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

رایطشبرعلاوهاصلی،مؤلفهیدومینیافتنبرای•
مهاساسیمؤلفهیاولینراستایبربایدپیش
شدهنگاشتدادههایحالتایندرباشد،عمود

.بودخواهند(uncorrelated)«ناهمبسته»
باید،(w2)اصلیمؤلفهیدومینیافتنبرای•

Var(z2)بودنمتعامدبهمشروطشود،ماکزیمم
w2||=1||واصلیمؤلفهیاولینبر

يادگيری ماشين
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...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

:پسازمشتقگرفتنخواهیمداشت•
باضربدر•

يادگيری ماشين
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ریسماتویژهیبرداربرابر،اصلیمؤلفهیدومین
مدوردهیدرویژهمقداربیشترینباکواریانس

بهویژهمقادیرسایرترتیبهمینبهاست،
.میآینددست

021 ww
T



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

بردارهایباشد،متقارنماتریسکهصورتیدر•
.هستندمتعامدآنویژهی

positiveماتریسکهصورتیدر• definite،باشند
.بودخواهندمثبتهمگیویژهمقادیر

اندازهیبهباشد،singularماتریسکهصورتیدر•
rankخواهیمغیرصفرویژهیمقادیرماتریس
.داشت

يادگيری ماشين
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...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

z = WT(x – m)

،بردارهایویژهیماتریسکواریانسWستونهای•
.هستند

يادگيری ماشين
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...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

يادگيری ماشين
21

Haykin, S. Neural Networks: A Comprehensive Foundation,



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

هنگامسألهاینبهمیتواننیزدیگریزاویهیاز•
کهاستتبدیلیماتریسیافتنهدفکرد؛

فضایدرکهکندنگاشتگونهایبهرادادههای
.باشند«ناهمبسته»جدید

•Cd×dبردارهایستونهایشکهاستماتریسی
:استکواریانسماتریسویژهی

يادگيری ماشين
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xWz
T  Cov z D ماتریسقطری

ICC T

T
SCCS 

ادامه



...(ادامه)تحلیلمؤلفههایاصلی

يادگيری ماشين
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کاهشبعد

نتیجهمیتوانباشد،کوچک|S|کهصورتیدر•
یجهنتدر.هستندکوچکویژه،مقادیربرخیگرفت
آنبامتناظرویژهیبردارراستایدردادهها

.استکردنصرفنظرقابلوداردکمیواریانس
بامیشوند،انتخابپرارزشمؤلفهیKحالتایندر–

مرتبصعودیصورتبهویژهمقادیرکهآنفرض
.باشندشده

معمولاًصوت،یاتصویرپردازشنظیرکاربردهایدر–
.استتوجهقابلابعادکاهش

يادگيری ماشين
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21Proportion of Variance (PoV)

PoV>0.9
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Scree graph

Proportion of Variance (PoV)

نمایشواریانسبرحسبتعدادبردارهایویژه
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Visual analysis

eigendigits

درصورتیکهسهبعدنخست،حاویبخشعمدهایازواریانسباشند،
.بهرهبرد«بررسیدیداری»میتواندادههاازآنهابرای



چندنکته

ویژهایبردارهایمیتوان،PoVگرفتننظردربرعلاوه•
به)حدآستانهیکازآنمتناظرویژهیمقدارکه

حذفرااستکمتر(واریانسمیانگینمثالعنوان
.نمود

ادیزیتغییراتمختلفابعاددرواریانسکهصورتیدر•
رویبرهمبستگیمقدارازبیشباشند،داشته

.بودخواهداثرگذاراصلیمؤلفهی
ماتریس»ویژهیمقادیروبردارهاازمیتوانشرایطایندر–

بهرادادههاکهاینیاکرداستفاده(R)«همبستگی
داشتهیکسانواریانسهمگیکهکردنرمالگونهای
.باشند

يادگيری ماشين
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چندنکته

•PCA،استحساسشدتبهنویزبهنسبت.
فاصلهیازاستفادهباپرتدادههایحذفسادهروشیک–

Mahalanobisکواریانسماتریسمحاسبهیازپیش
.است

راخطامیزانکمترینPCAمتعامد،بردارهایتماممیاندر•
.دارد

•Karhunen-Loève expansionوHotelling transform
.میروندکاربهمشابهمفاهیمبرایهستنددیگرینامهای

يادگيری ماشين
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Reconstruction error  
t

tt
xx̂



درشناساییچهرهPCAکاربرد

يادگيری ماشين
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ORLپایگاهدادهی

میانگینچهرهها

M. Turk, A. Pentland, "Eigenfaces for Recognition", Journal of 

Cognitive Neuroscience, vol. 3, no. 1, pp. 71-86, 1991.



...(ادامه)درشناساییچهرهPCAکاربرد

يادگيری ماشين
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6 5 4 3 2 1

40 39 38 37 36 35

Eigenfaces



...(ادامه)درشناساییچهرهPCAکاربرد

يادگيری ماشين
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= -0.05

+ …. -0.012

+(2.4

)103+1.9



تشخیصچهره

يادگيری ماشين
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xx ˆ



.استصورتبهدادههاماتریس•
ردمیباشد،خصیصههاکواریانسماتریس•

نتیجه
Xدرطرفینضرببا•

ویژهیمقدارباویژهیبردارXwiنتیجهدر•
λiاست.

درنمونههامختصاتویژه،بردارحالتایندر•
.میدهدنشانراwiراستای

يادگيری ماشين
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حداکثرکواریانسماتریسرتبهیمیشود،ثابت•
min(d, N)میباشد.

256×256تصویرچهلحاویدادهپایگاهیکبرای•
خواهد65536×65536خصیصههاکواریانسماتریس–

.بود
.میباشد40×40نمونههاشباهتماتریسکهحالیدر–
ازمیدهد،نشانرانمونههادوبهدوشباهتماتریساین–

فضاییکدررادادههاشیوهاینگفتمیتواننظراین
kظحفآنهابینفاصلهیکهمیدهدقرارگونهایبهبعدی

.میشود

يادگيری ماشين
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Feature Embedding

T  T
XX VEV



تحلیلتفکیکخطی

برایدستهبندیمناسباست؟PCAآیا•
راستاینگاشتبراساسواریانس،–

.انتخابمیشود
دراینمیانممکناستاطلاعاتدستههااز–

.بینبروند

بندیاستوبرایدسته«بانظارت»تحلیلتفکیکخطی،•
.بهکارمیرود

استکهبینهدفآنکاهشبعدهمراهباحفظاطلاعاتی–
.دستههاتمایزقائلمیشود

يادگيری ماشين
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Fisher Linear Discriminant Analysis

Ronald Aylmer Fisher

دراینراستادوکلاس
همپوشانیدارند

دراینراستادوکلاس
بدونخطاطبقهبندی

میشوند

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دستهبندیدوکلاسه



کاهشابعادبرایدستهبندی

يادگيری ماشين
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Between-class distance Within-class distance

اتبرایانتخابراستایمناسببراینگاشت،بایداطلاع
.دستههانیزدرنظرگرفتهشود

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دستهبندیدوکلاسه



...(ادامه)تحلیلتفکیکخطی

يادگيری ماشين
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میشودانجامگونهایبهنگاشت،LDAدر
وشدهحداکثرکلاسدوبینفاصلهیکه

کلاسیکبهمتعلقنمونههایفاصلهی
.گرددمینیمم
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...(ادامه)تحلیلتفکیکخطی
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...(ادامه)تحلیلتفکیکخطی

:هدفماکزیمیمکردنرابطهیزیراست•

:بامشتقگرفتن•

يادگيری ماشين
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جداسازخطی:یادآوری
بدینترتیب،برایکلاس

جداسازبهینهLDAنرمال،
.است

دستهبندیدوکلاسه



دستهبندیبرایبیشازدوکلاس

رایب:باشددوازبیشترکلاسهاتعدادکهزمانی•
موردنگاشتبرایWd×kماتریسابعاد،کاهش
:میگیردقراراستفاده

ماتریسهایWTSWWوWTSBWنگاشت،ازپس•
«دروندستهها»و«بیندستهها»دادهپراکندگی
.بودخواهند

يادگيری ماشين
40

K>2 Classes
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Within-class scatter

Between-class scatter:



دستهبندیبرایبیشازدوکلاس

زیر،عبارتشدنبیشینهصورتدرنتیجهدر•
.میشودانجامشکلبهترینبهدستهبندی

هکاستمعیاریدترمینانکواریانس،ماتریسبرای–
.میدهدنشانرادادهپراکندگی

رینبزرگتبامتناظرویژهبردارهایپاسخ،حالتایندر–
SWماتریسویژهیمقادیر

-1SBبودخواهد.
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مثال
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PCALDA
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PCA vs LDA



LDAکاربردهای

• Face recognition

– Belhumeour et al., PAMI’97

• Image retrieval

– Swets and Weng, PAMI’96

• Gene expression data analysis

– Dudoit et al., JASA’02; Ye et al., TCBB’04

• Protein expression data analysis

– Lilien et al., Comp. Bio.’03

• Text mining

– Park et al., SIMAX’03; Ye et al., PAMI’04

• Medical image analysis

– Dundar, SDM’05

يادگيری ماشين
44



مقدمهایبرتحلیلعاملی

یککهمیکنیمفرض«عاملیتحلیل»در•
که(z)داردوجود«مخفیعامل»مجموعهی

.میسازدرا(x)متغیرهاآنهاترکیب

xi – µi = vi1z1 + vi2z2 + ... + vikzk + εi

E[ zj ]=0, Var(zj)=1, Cov(zi ,, zj)=0, i ≠ j , 

E[ εi ]= ψi, Cov(εi , εj) =0, i ≠ j, Cov(εi , zj) =0 ,
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Factor Analysis

latent factors

noise sourcesfactor loadings



...(ادامه)تحلیلعاملی

مجموعهکهمیشودفرضطوراینواقعدر•
ودارندریکدیگبابالاییهمبستگیکهمتغیرهایی
،استپایینمتغیرهاسایرباآنهاهمبستگی

اببدینترتیب.هستندمشترکیعواملدارای
«خوشهبندی»متغیرهاعاملیتحلیلازاستفاده
.میشوند

.است«بینظارت»،PCAمانندعاملیتحلیل•
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Factor clusters
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• PCA From x to z z = WT(x – µ)

• FA From z to x x – µ = Vz + ε

x z

z x

PCA vs FA



...(ادامه)تحلیلعاملی

تغییرچرخش،ازپس)عواملعاملی،تحلیلدر•
.میسازندرامتغیرها(انتقالومقیاس
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...(ادامه)تحلیلعاملی
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   z v ...  z v z v  – µx ikikiiii  2211

    zv   x i
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jiji  
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      – εVzµx 

µ=0بدونلطمهبهکلیتمسألهدرادامهفرضمیکنیم،

      dkkdd 111   εzVx

 ixVar

واریانسمربوطبهعواملمشترک

xiواریانسمربوطبه

    v ...   v  v iikii  22

2
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1



...(ادامه)تحلیلعاملی

يادگيری ماشين
50

   εVzx  CovCov

   εVz CovCov 

  ψVzV  TCov

ψVV  T

  Iz Cov

بافرضداشتندوعامل

  2212211121,Cov vvvvxx 

استمعناینبهباشد،بالامتغیردوکواریانسکهصورتیدر•
یجهنتدروهستندمرتبطهمبهمشترکعاملیکطریقازکه

.بودخواهدبالاعاملآنبهمربوطضریبدوهربرای
:داریمهمچنین•

 1 2
Cov ,x z 

ماتریسقطری

  Vzx ,Cov
loadingهمبستگیمتغیرهابافاکتورهارانشانمیدهند،

ALVIN C. RENCHER

   12 2 2 12 2 12
Cov , Var zv z z v v 



...(ادامه)تحلیلعاملی

بادراختیارداشتنتخمینماتریسکواریانس•

:صرفنظرکنیمΨدرصورتیکهاز•

Sباتجزیهیطیفی•

درنتیجه•

Ψiومقادیر•
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Principal Component Method



...(ادامه)تحلیلعاملی

(Tمانند)متعامدماتریسیکدرVکهصورتیدر•
(TTT=I):شودضرب

دستبهحلکهمیشودمشاهدهبدینترتیب•
.نیستیکتاآمده

تغییررامبداازفاصلهمتعامدماترسیکدرضرب–
.میشودمحورهاچرخشباعثتنها.نمیدهد

تورهافاکمناسبترینکاراینبامیتوانبدینترتیب–
.یافترا
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   SVVVVTTVV  TTTT
TT



کاهشبعدبااستفادهازتحلیلعوامل

نمونهNبرایهمه•

جیشبیهمسألهیرگرسیونخطیچندمتغیرهباچندخرو•

يادگيری ماشين
53

kj   xw z j

d

i

ijij ,,1    ,
1

 




Nt tTt ,,1   ,  εxWz

    Nt TTtTt ,,1   ,  εWxz

kNkddNkN   ΞWXZ

  ZXXXW TT 1


11

1















NN

TT
ZXXX

VS
1 VXSXWZ

1



تجزیهیمقدارهایتکین

تجزیهماتریسسهبهماتریسیک،SVDازاستفادهبا•
:میشود

•VویژهیبردارهایشاملXXT،میباشدWشامل
عنصرkدرراویژهمقادیرAواستXTXویژهیبردارهای
.داردخودقطری
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Singular Value Decomposition

T

dddNNNdN   WAVX

   TTTTTTTT VEVVWAVAWVAWVAWXX 

    TTTTTTTT WDWVAWVWAVAWVAWXX 

T
AAE  AAD

T



تجزیهیمقدارهایتکین
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T
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به(ابعادکاهش)نگاشتهدفشیوهایندر•
هانمونهبینفاصلهحتیالمقدورکهاستنحوی
.شودحفظ

:درصورتیکهداشتهباشیم–

کاهشبعدبهنحویصورتپذیردکه–
:بهطورکلیاینکاربهدوصورتانجاممیپذیرد–

– Metric MDS

– Nonmetric MDS
يادگيری ماشين
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MULTIDIMENSIONAL SCALING

ijd

ij

بعدی-dدرفضایاصلی؛jوiفاصلهیبیننمونهی

(K<d)بعدی-kپسازکاهشبعد؛

ijij d
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)
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rوsفاصلهیبیندونمونهی

:ماتریسفاصلههابهصورتروبروتعریفمیشود

:بابازنویسیروابطخواهیمداشت

:بهصورتزیرتعریفمیشودBماتریس

(:بدونلطمهبهکلیت)قیدیبرایمسالهدرنظرگرفتهمیشود
ادامه
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)
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1
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:درنتیجه
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)

نمایشبهصورتماتریسی
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X X B I J D I J

:درنتیجهخواهیمداشت

:رابهگونهاییافتکهZدرصورتیکهبتوان
T

NkkN  ZZB

!میتوانگفتکهمسألهحلشدهاست



يادگيری ماشين
60

  TT CCCC 2121 B

  TCC 2121 

 21 CZ  21

kNNNCZ  

Classical Solution(Principal coordinate analysis)

Bباتجزیهیطیفیماتریس

T

NkkN  ZZB

:باشدkبرابرباΛدرصورتیکهرتبهیماتریس

ماتریسرتبهیکهصورتیدرشدهاند،نگاشتبعدی-kفضایبهدادهها
مناسبتقریبکمترویژهیمقادیربامتناظرابعادحذفباباشد،بیشتر

.آمدخواهددستبه



مثال

:تفاصلهیاقلیدسیپنجنمونهبهصورتزیراس•

دراینصورت•
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...(ادامه)مثال
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Rencher, A. C. (2003). Methods of Multivariate Analysis, Wiley.
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Map from CIA – The World Factbook: http://www.cia.gov/

Map of Europe by MDS


